
Introduction to the physics
of granular media.



In nature and in industrial processes



“For physicists, granular matter is a new type 
of condensed matter; as fundamental as liquid, 
or solid; and showing in fact two states: one 
liquid-like, one solid-like. But, there is yet no 
consensus on the description of these two 
states. 

Granular matter, in 1998, is at the level of solid 
state physics in 1930. “

          P. G. De Gennes 1998



Difficultés:

1) Grand nombre de particules : kT<<mgd, quelle 
phy stat?

2) Fluctuations thermiques négligeables : 
kT<<mgd, quelle phy stat?

3) Séparation discret/continu: Pas de 
disctinction claire entre micro et macro

4) Interactions de contacts complexes (friction, 
collisions,…)

... 
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climat humide, l’alternance entre gel et dégel élargit les fractures du fait du
changement de volume de l’eau. Les racines des plantes peuvent jouer le même
rôle. À ces effets s’ajoute l’érosion directe par l’eau ou la glace, ou encore par
les chocs des grains transportés par le vent. L’altération chimique agit prin-
cipalement en présence d’eau et d’air. Certains minéraux (halite, calcite) se
dissolvent totalement et leurs ions sont évacués en solution. D’autres miné-
raux, comme les micas ou les feldspaths sont transformés en d’autres espèces
minérales, souvent de granulométrie plus fine (argiles) et plus facilement mobi-
lisables par l’érosion. Ces réactions peuvent être accélérées par l’action biolo-
gique. La fermentation et la respiration induisent une oxydation de la matière
organique produisant de l’eau et du dioxyde de carbone, ce dernier étant fon-
damental pour les réactions de mise en solution (de la calcite notamment).
Par ailleurs, les micro-organismes sont capables de dissoudre des minéraux
par attaque acide, libérant des ions (métalliques en particulier).

Outre l’altération, des sédiments peuvent être produits par l’activité
volcanique, notamment les cendres, les laves et les débris plus grossiers rejetés
par les volcans lors d’éruptions. Ces processus donnent naissance à des sols
et des débris rocheux.

Tab. 9.1 – Classification granulométrique de Wentworth (1922) utilisée en géologie.

Noms Noms Anglais Taille (mm)

Blocs Boulders ≥ 256
Gros cailloux Cobbles 64–256

Graviers Gravels 32–64
Petits cailloux Pebbles 4–32

Granules Granules 2–4

Sable

très grossier Very coarse Sand 1–2
grossier Coarse sand 0,5–1
moyen Medium sand 0,25–0,5
fin Fine sand 0,125–0,25
très fin Very fine sand 0,0625–0,125

Limon

grossier Coarse silt 0,0312–0,0625
moyen Medium silt 0,0156–0,0312
fin Fine silt 0,0078–0,0156
très fin Very fine silt 0,00390625–0,0078

Argile Clay 0,0001–0,00390625
Colloïde Colloid < 0,0001

Les géologues utilisent une terminologie différente pour des grains de gra-
nulométries différentes (voir tableau 9.1). Cette classification est plus détaillée
que la classification physique que nous avons introduite dans le chapitre 1, et

Classification granulométrique utilisée en géologie (Wentworth 1922)



kBT

µ µ

- Agitation thermique
(mvt. Brownien)

- Humidité
- Fluide ambiant (air...)
- van der Waals...

- Contact solide
(elasticité, 
friction, collision...)

taille des particules physique des interactions 



I-  interaction between particles

II- the granular solid : static and elasticity

III- the granular solid : plasticity

IV- the granular gas

V- the granular liquid



I-  interaction between particles

II- the granular solid : static and elasticity

III- the granular solid : plasticity

IV- the granular gas

V- the granular liquid
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1) Solid contact forces
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Elasticity : Hertz law
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Fig. 1.4 – Les milieux granulaires peuvent se comporter comme un solide,
un liquide ou un gaz selon le mode de sollicitation. Ces trois “états” peuvent
également coexister dans une même configuration comme lors de l’écoulement
de grains sur un tas (photo).

1.3 Objectif et plan de l’ouvrage

L’objectif de cet ouvrage est d’offrir une introduction à la physique des
milieux granulaires qui couvre les différentes facettes du comportement de
ces matériaux. Ce faisant, nous ne pourrons détailler tous les aspects de
chaque problème, ce qui impliquera une certaine part de subjectivité dans
nos choix. Dans le cas des matériaux granulaires, cela est d’autant plus vrai
qu’il n’existe pas de description qui fasse consensus et que la recherche dans ce
domaine est toujours très active. Les nombreuses références bibliographiques
données tout au long de l’ouvrage devraient permettre au lecteur intéressé
de se familiariser avec les travaux les plus récents et d’approfondir tel sujet
en particulier.

Nous nous intéresserons dans cet ouvrage essentiellement aux milieux gra-
nulaires dits secs, c’est-à-dire pour lesquels les interactions entre grains sont
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E = 70 GPa νp = 0.2R = 1 mm

H = 100 mètres

FN ∼ ρgHπR
2 ∼ 5 N

� Rδ ≈ 1 µm

16

Application numérique

Milieu granulaire : grains pratiquement indéformables
Contrainte stérique essentiellement.

Bille de verre (silice)
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considère des billes constituées de verre (K ! 37 GPa) sous une pression de
1 kPa (pression sous 10 cm de grains environ), le module effectif du milieu est
K ! 4 10−3 GPa quatre ordres de grandeur plus petit que celui du verre. Il
est 103 fois plus mou que l’eau (K = 2,2 GPa) et seulement 40 fois plus rigide
que l’air (K = P0 = 10−4 GPa).

Un test en cisaillement permet de définir le module de cisaillement (voir
encadré 3.4)

G = ·σxy

εxy
, (3.42)

où ·σxy et εxy sont la contrainte et la déformation en cisaillement. Par le même
type de raisonnement que pour K, on obtient une prédiction identique pour
la loi d’échelle suivie par G en champ moyen (Walton, 1987 ; Goddard, 1990 ;
Johnson & Norris, 1997) :

G ∼ ZE(∆)1/2 ∼ (ZE)2/3P 1/3. (3.43)

1
51

5
6
7
8
9

4

3

2

20

10

3/2

F

∆

F

Fig. 3.16 – Relation entre contrainte axiale et déformation dans une expérience de
compression uniaxiale à 2D (d’après Travers et al., 1987). Les unités sont arbitraires.
Les courbes correspondent à deux hauteurs d’empilement : 14 d (•) et 40 d (!).
L’exposant 3/2, indiqué comme référence, correspond à la relation de champ moyen
à nombre de contacts moyen Z constant.

Comment se comparent ces prédictions du champ moyen avec les observa-
tions ? La figure 3.16 présente une expérience de compression uniaxiale d’un
milieu granulaire contenu dans un récipient (Travers et al., 1987). En mesurant

Loi constitutive tensorielle non-linéaire (ex : Jiang & Liu PRE 2003) 



δ � R

Etas ∼ (ZE)2/3P 1/3

désordre et chaînes de force 
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3.2. FORCES DANS LES EMPILEMENTS. 85

P

Fig. 3.6 – (a) Image du réseau de forces pour une compression uniaxial de
disques photo-élastique (Image issue des expériences de Majmudar et Behrin-
ger 2005; (b) principe de la méthode du papier carbone (Mueth et al 1999);
(c) Image du réseau de forces issue d’une simulation numérique aux éléments
discrets (Radjai et al 1999).

probabilité de distribution P (f) est proportionnelle à e−βf/f̄ , avec β entre 1 et
2. Aux faibles forces, pour des forces inférieures à la moyenne, la distribution
est très plate et peut être approximée par une loi de puissance P (f) ∝
(f/f̄)α) avec α proche de zéro.

La séparation entre forces fortes et forces faibles et la présence d’une
queue exponentielle est une observation assez robuste qui dépend peu de
l’état de l’empilement. Que les grains soit frottants ou non, que le réseau soit
régulier ou non (Mueggenburg et al 2002), la distribution présente plus ou
moins la même forme. Cette robustesse de la distribution des forces a motivé
le développement de nombreux modèles simplifiés de propagation aléatoire

δ

2δ

F

F
δ

Travers et al 1987

préparation 
(précontrainte, 
anisotropie...) 

expérience
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chaque problème, ce qui impliquera une certaine part de subjectivité dans
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RN



20

An old problem...

1.3. OBJECTIF ET PLAN DE L’OUVRAGE 25

silo. Cela permet l’ouverture des portes en bas sans être “submergé” par les
grains (nous verrons plus en détail cette propriété des silos de grains au
Chapitre 3 avec le modèle de Janssen).

Après la seconde guerre mondiale, l’étude des milieux granulaires s’est

développée conjointement avec l’essor de la mécanique des sols, en parti-

culier autour de l’école Anglaise de Cambridge (théorie de l’état critique).

Cette recherche a également été stimulée par la nécessité de mieux com-

prendre les écoulements granulaires en lien avec la prédiction des risques na-

turels (avalanches de roches, glissement de terrain). La notion de température

granulaire, initialement introduite dans les années 1970s pour décrire les an-

neaux de Saturne, va donner lieu à partir des années 1980s au développement

d’une théorie cinétique pour les écoulements de grains rapides et dilués (Sa-

vage, Jenkins, etc). Dans le même temps, des équations de type couche

mince ou “shallow water” sont introduites par Savage et Hutter pour décrire

l’écoulement de masses granulaires en géophysique.

Depuis une vingtaine d’années, l’étude des milieux granulaires est

en pleine expansion comme en témoigne la multiplication des articles

scientifiques ou revues dans ce domaine. Il existe aujourd’hui des équipes

travaillant sur la matière en grain dans les principaux centres de recherche

à travers le monde, à la croisée de différentes disciplines : géophysique,

mécanique, physique statistique, physique non-linéaire, rhéologie, etc. La

communauté scientifique Française a participé à ces développements récents,

à travers notamment le groupement de recherche (GDR) sur les milieux

désordonnées (MIAM) initié par Pierre Gilles de Gennes, Etienne Guyon et

Robert Blanc dans les années 1980-1990s et le GDR MiDi dans les années

2000s.

Coulomb 
(1736-1806)

Amontons 
(1663-1705)

de Vinci 
(1452-1519)



µd < µs ∼ 0.1− 1

V

| RT |≤ µsRN

| RT |= µsRN

| RT |= µdRN
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Coulomb model
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2. Interactions à l’échelle du grain 21

FT 1
FT 2

FT 1 = FT 2

FN

FT

RT

RN

(a)

(b)

Fig. 2.2 – (a) Expérience de Léonard de Vinci. La force nécessaire pour faire glisser
les masses est identique dans les deux situations. Elle est indépendante de la surface
de contact. (b) Notation pour la formulation des lois d’Amontons-Coulomb.

– Les coefficients µs et µd sont des constantes ne dépendant que de la
nature des matériaux en contact, avec typiquement 1 > µs > µd > 0,1.

Cette description phénoménologique du frottement solide est particulière-
ment robuste et encore largement utilisée pour décrire de nombreux phéno-
mènes. L’origine microscopique de ces lois est cependant non triviale et il a
fallu attendre les années 1950, avec les travaux de Bowden & Tabor (1950),
pour voir apparaître une interprétation du frottement solide qui prenne en
compte les propriétés physiques des matériaux en contact.

Interprétation microscopique

Bowden et Tabor insistent sur le fait que la plupart des surfaces solides ne
sont pas lisses mais présentent une certaine rugosité à l’échelle microscopique.
Ainsi, lorsque deux solides sont placés l’un contre l’autre, le contact effectif a
lieu uniquement au niveau des aspérités les plus hautes. La surface de contact
réelle Sr entre les deux solides est donc beaucoup plus petite que la surface
de contact apparente Sa (figure 2.3).

La conséquence de cette observation est que la contrainte normale moyenne
σ = FN/Sr supportée par les aspérités en contact est beaucoup plus grande

(i) Static as long as

(ii) sliding :

(iii) friction coefficient :

Yield :  



FT ∝ FN

da Vinci

?



Sr � Sa
σ = FN

Sr
� FN

Sa

σ � 0.4 GPa

microscopic interpretation : role of the roughness
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Sr

Sa

FN

FT

σ
τ(a) (b)

Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.

Résine époxy, O. Ronsin

Bowden & Tabor, 1950

Ex : Bloc de Plexi 16 mm x 16 mm, 1000 N, Sr=0.01Sa

Dieterich & Kilgore, 1994



FN = HSr ∝ Sr

σ = H � 3σY

Bowden & Tabor, 1950 (métaux)

Idée 1 : plastic contacts «hardeness»
dureté
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Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.

Greenwood & Williamson 1966 (généralisation élasto-plastique)

microscopic interpretation : role of the roughness



τc � σY /2
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Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.
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mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
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Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
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3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.
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τ(a) (b)

Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.

Idea 2 : an adhesive bond between asperities

plasticity yield stress

microscopic interpretation : role of the roughness
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H
FN
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Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.
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Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.

coefficient de frottement

FN = HSr ∝ Sr

microscopic interpretation : role of the roughness
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Fig. 2.3 – (a) Schéma d’un contact entre deux surfaces rugueuses (dessin d’après
Bureau, 2002). (b) Image en microscopie optique par transmission de l’interface
entre deux blocs de resine epoxy transparente (photo Olivier Ronsin). Les contacts
apparaissent en noir. Barre d’échelle : 100 µm.

que si le contact était uniformément réparti3. Bowden et Tabor font alors
l’hypothèse que cette contrainte normale est suffisamment grande pour défor-
mer plastiquement les aspérités en contact. On a alors σ = constante = H ,
où H est la limite de plasticité en indentation du matériau. Cette hypothèse
implique donc que la surface réelle de contact est directement proportionnelle
à la charge normale4

Sr =
FN

H
. (2.5)

Bowden et Tabor supposent ensuite que les aspérités en contact ainsi écra-
sées sont « soudées » et forment un « joint » solide. Pour faire glisser les deux
surfaces l’une par rapport à l’autre, il faut donc appliquer une contrainte
tangentielle au niveau des contacts FT /Sr égale à la limite élastique en ci-
saillement τc du matériau, soit

FT = τc Sr. (2.6)

En combinant les deux expressions précédentes, on trouve finalement que la
force de frottement est

FT =
τc

H
FN . (2.7)

3. Pour s’en faire une idée plus précise, considérons deux blocs de Plexiglas, de surface
16 mm × 16 mm, pressés l’un contre l’autre par une force normale de 1000 N (Dieterich &
Kilgore, 1994). Dans ce cas, une observation précise de l’aire réelle de contact montre que
Sr " 10−2 Sa. La contrainte normale sur les aspérités a donc pour valeur σ " 400 MPa, ce
qui est de l’ordre de grandeur de la contrainte seuil de déformation plastique du Plexiglas.

4. Dans le cas de surfaces rugueuses, on peut montrer que ce résultat est en fait général
et ne dépend quasiment pas du mode de déformation élastique ou plastique des aspérités en
contact (Greenwood & Williamson, 1966). Pour une déformation purement élastique, on a
par exemple Sr ∼

√
rs/(Es)FN ∼ FN/E, où r est le rayon des aspérités et s leur hauteur.
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FT 1
FT 2

FT 1 = FT 2

FN

FT

RT

RN

(a)

(b)

Fig. 2.2 – (a) Expérience de Léonard de Vinci. La force nécessaire pour faire glisser
les masses est identique dans les deux situations. Elle est indépendante de la surface
de contact. (b) Notation pour la formulation des lois d’Amontons-Coulomb.

– Les coefficients µs et µd sont des constantes ne dépendant que de la
nature des matériaux en contact, avec typiquement 1 > µs > µd > 0,1.

Cette description phénoménologique du frottement solide est particulière-
ment robuste et encore largement utilisée pour décrire de nombreux phéno-
mènes. L’origine microscopique de ces lois est cependant non triviale et il a
fallu attendre les années 1950, avec les travaux de Bowden & Tabor (1950),
pour voir apparaître une interprétation du frottement solide qui prenne en
compte les propriétés physiques des matériaux en contact.

Interprétation microscopique

Bowden et Tabor insistent sur le fait que la plupart des surfaces solides ne
sont pas lisses mais présentent une certaine rugosité à l’échelle microscopique.
Ainsi, lorsque deux solides sont placés l’un contre l’autre, le contact effectif a
lieu uniquement au niveau des aspérités les plus hautes. La surface de contact
réelle Sr entre les deux solides est donc beaucoup plus petite que la surface
de contact apparente Sa (figure 2.3).

La conséquence de cette observation est que la contrainte normale moyenne
σ = FN/Sr supportée par les aspérités en contact est beaucoup plus grande

(i) Statique tant que 

(ii) Glissement continu :

(iii) Coefficient de frottement :

Seuil :  
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β
γ

α

fαβ
fαγ

mg

Fig. 2.5 – L’écriture de l’équilibre d’une bille sur deux voisines ne permet pas de
déterminer les forces normales et tangentielles aux contacts.

où tαβ (resp. tαγ) est le vecteur unité tangent au contact entre (β) et (α)
(resp. (α) et (γ)).

Faisons le compte des inconnues et des équations. Les deux composantes de
chaque force sont nos quatre inconnues, alors que nous n’avons que trois équa-
tions (2.10). Malgré les deux inégalités supplémentaires, le système est donc
sous-déterminé. Pour la même configuration, il existe un ensemble continu de
solutions. Pour connaître la répartition des forces sur le disque (α), il faudrait
donc savoir comment celui-ci a été posé sur les deux autres. Par exemple, si
le disque (α) est emmené en glissant le long du disque (β), la force de friction
tangentielle est totalement mobilisée ; l’inégalité (2.11) se change en égalité
et permet de connaître la répartition des forces. Les forces peuvent aussi être
déterminées dans le cas de grains non frottants, pour lesquels les forces sont
dirigées selon les normales au contact. Il n’y a alors que deux inconnues et
deux équations d’équilibre, l’équilibre des moments étant trivialement vérifié.

Cet exemple simple illustre un message important : la présence de friction
dans les interactions engendre une indétermination des forces de contact. Ce
problème qui se pose avec une bille va naturellement se poser pour un milieu
granulaire. La répartition des forces entre les grains dans un tas de sable, par
exemple, dépend de la façon dont le tas a été construit. Nous discuterons les
implications de ce résultat plus en détail au chapitre 3, consacré à la statique
des empilements granulaires.

Indétermination des forces de contact
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patin avance (figure 2.4b). On a là un exemple typique de phénomène non-
linéaire, puisque une oscillation (de surcroît non harmonique) apparaît alors
que le forçage est constant dans le temps. Cette non-linéarité provient de la
non-linéarité de la loi de Coulomb.

Le mouvement périodique de « stick slip » est à l’origine des grincements
de portes, mais aussi des sons harmonieux générés par les instruments à cordes
frottées comme le violon. À une échelle beaucoup plus grande, le phénomène de
« stick slip » fournit un modèle très simplifié pour expliquer les tremblements
de terre (Nataf & Sommeria, 2000). L’équivalent de l’interface patin/plan
correspond au contact entre deux plaques tectoniques le long d’une faille.
L’analogue du forçage à vitesse constante est la lente dérive des continents.
Tant que la contrainte tangentielle entre les plaques n’atteint pas le seuil
de friction statique, les deux lèvres de la faille restent plaquées l’une contre
l’autre et de l’énergie élastique s’accumule dans la croûte terrestre, qui joue
le rôle du ressort. Lorsque le seuil de frottement statique est atteint, l’énergie
est brutalement relâchée sous forme d’ondes sismiques car le coefficient de
friction dynamique est plus faible que le frottement statique.

Problème d’indétermination

Lorsqu’il n’y a pas de mouvement relatif entre deux solides, nous avons vu
que la force de friction n’est pas connue a priori. Nous connaissons unique-
ment une borne supérieure pour son module : |RT| ≤ µs|RN|. Dans certaines
situations, il est possible de calculer la force de friction simplement à partir
de l’équilibre des forces. Cependant, il existe des situations où les relations
d’équilibre ne suffisent pas à déterminer les forces de friction. Il existe alors
une indétermination qui ne peut être levée que si l’on connaît l’historique du
système.

Pour illustrer cette difficulté, considérons l’empilement bidimensionnel de
la figure 2.5 composé d’un disque (α) de masse m reposant sur deux autres
disques (β) et (γ). L’équilibre du disque (α) implique l’équilibre des forces et
des moments

mg + fαβ + fαγ = 0, (2.10)
fαβ × nαβ + fαγ × nαγ = 0,

où fαβ est la force qu’applique la particule (β) sur la particule (α) et nαβ

(resp. nαγ) est la normale au contact entre (β) et (α) (resp. (α) et (γ)).
La condition de non-glissement au contact impose que les forces tangen-

tielles sont inférieures ou égales aux forces normales multipliées par le coeffi-
cient de friction inter-particules µp

|fαβ · tαβ | ! µp|fαβ · nαβ |, (2.11)
|fαγ · tαγ | ! µp|fαγ · nαγ |,

3 disques, statique

4 inconnues

forces :

moments :

2 équations

1 équation

???

Sensibilité de la répartition des forces de contact 
à la préparation
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18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Fig. 1.4 – Les milieux granulaires peuvent se comporter comme un solide,
un liquide ou un gaz selon le mode de sollicitation. Ces trois “états” peuvent
également coexister dans une même configuration comme lors de l’écoulement
de grains sur un tas (photo).

1.3 Objectif et plan de l’ouvrage

L’objectif de cet ouvrage est d’offrir une introduction à la physique des
milieux granulaires qui couvre les différentes facettes du comportement de
ces matériaux. Ce faisant, nous ne pourrons détailler tous les aspects de
chaque problème, ce qui impliquera une certaine part de subjectivité dans
nos choix. Dans le cas des matériaux granulaires, cela est d’autant plus vrai
qu’il n’existe pas de description qui fasse consensus et que la recherche dans ce
domaine est toujours très active. Les nombreuses références bibliographiques
données tout au long de l’ouvrage devraient permettre au lecteur intéressé
de se familiariser avec les travaux les plus récents et d’approfondir tel sujet
en particulier.

Nous nous intéresserons dans cet ouvrage essentiellement aux milieux gra-
nulaires dits secs, c’est-à-dire pour lesquels les interactions entre grains sont

Collisions
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Fig. 5.1 – Exemples de « gaz granulaires ». (a) Grains dans une boîte fortement
vibrée (d’après Falcon et al., 1999). (b) Écoulement de billes d’acier sur une pente
fortement inclinée (d’après Azanza, 1998).

l’action de la gravité (Azanza, 1998 ; Chevoir, 2008). Dans les deux cas le
milieu ressemble à un gaz. Les particules sont très agitées, bougent indépen-
damment les unes des autres sauf au moment des collisions.

Cette analogie entre un milieu granulaire agité et un gaz fut pour la pre-
mière fois introduite pour décrire les anneaux de Saturne, « the most remar-
kable bodies in the heavens » (Maxwell, 1859). Cette structure composée de
particules de glace en rotation constitue un exemple spectaculaire de gaz gra-
nulaire comme nous le verrons à la section 5.4.3. Les travaux de Maxwell sur la
théorie cinétique des gaz au XIXe siècle, étendus dans les années 1970 aux cas
de particules inélastiques, ont été en grande partie motivés par cette question
d’Astronomie. Dans un autre contexte, Bagnold fit dès 1954 l’analogie entre
les molécules d’un gaz et les collisions entre grains dans un écoulement pour
établir des relations constitutives dans un régime de suspensions concentrées
(Bagnold, 1954). Mais c’est véritablement avec la notion de température gra-
nulaire, introduite par Ogawa en 1978, qu’une théorie cinétique des milieux
granulaires s’inspirant de celles des gaz moléculaires a été développée (Ogawa,
1978 ; Savage & Jeffrey, 1981 ; Haff, 1983 ; Jenkins & Savage, 1983 ; Lun et al.,
1984 ; Jenkins & Richman, 1985 ; Brilliantov & Pöschel, 2004). Par analogie
avec les gaz, on décompose la vitesse de translation instantanée d’une parti-
cule v en une vitesse moyenne u et une partie fluctuante δv, soit v = u+ δv.
La température granulaire est alors définie par

T ≡ 〈δv2〉. (5.1)

Falcon et al 1999



e = 0.97
e = 0.5
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k v1

v2

Fig. 2.6 – Collision quelconque entre deux sphères.

Coefficient d’inélasticité

Même dans le cas d’une vitesse d’impact faible devant la vitesse du son,
l’expérience montre que lorsqu’on lâche une bille sur un plan d’une certaine
hauteur, elle ne remonte pas à sa hauteur initiale. L’impact s’accompagne
donc inévitablement d’une perte d’énergie cinétique et la vitesse de la bille
après le rebond v′ est toujours inférieure à sa vitesse d’impact avant rebond v

v′ = −e v, (2.14)

où 0 ≤ e < 1 est appelé coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution
de l’énergie.

L’origine de cette perte d’énergie est multiple : déformation plastique,
rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres de la bille,
viscoélasticité, élévation de température locale, fracture, etc. Le coefficient de
restitution est typiquement égal à 0,9 pour un contact entre deux billes d’acier,
0,8 pour des billes de verre et 0,6 pour des billes d’aluminium. Comme pour
le coefficient de friction, la propriété d’un coefficient d’inélasticité constant
n’est qu’une approximation. Le coefficient d’inélasticité dépend non seule-
ment des propriétés des matériaux en contact mais également de la dimension
des corps qui entrent en collision ainsi que de leur vitesse d’impact. On s’at-
tend par exemple à ce que le coefficient de restitution tende vers 1 quand la
vitesse d’impact tend vers zéro, les processus de dissipation devenant alors
négligeables5. Différentes lois d’échelle ont été proposées pour la dépendance
en vitesse du coefficient de restitution en fonction de l’origine physique de la
dissipation (voir encadré 2.1). Cependant l’approximation e = constante est
souvent suffisante pour décrire de nombreux phénomènes.

5. Ce raisonnement n’est valable que dans le cas de forces répulsives entre les particules.
En présence de forces d’attraction à courte distance, les particules peuvent être capturées
l’une par l’autre à très faible vitesse. Le coefficient de restitution effectif tend alors vers
zéro. Le même phénomène a lieu lorsqu’une bille rebondit sur un plan par gravité (Falcon,
1997).

inelastic coefficient of restitution
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Fig. 2.6 – Collision quelconque entre deux sphères.

Coefficient d’inélasticité

Même dans le cas d’une vitesse d’impact faible devant la vitesse du son,
l’expérience montre que lorsqu’on lâche une bille sur un plan d’une certaine
hauteur, elle ne remonte pas à sa hauteur initiale. L’impact s’accompagne
donc inévitablement d’une perte d’énergie cinétique et la vitesse de la bille
après le rebond v′ est toujours inférieure à sa vitesse d’impact avant rebond v

v′ = −e v, (2.14)

où 0 ≤ e < 1 est appelé coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution
de l’énergie.

L’origine de cette perte d’énergie est multiple : déformation plastique,
rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres de la bille,
viscoélasticité, élévation de température locale, fracture, etc. Le coefficient de
restitution est typiquement égal à 0,9 pour un contact entre deux billes d’acier,
0,8 pour des billes de verre et 0,6 pour des billes d’aluminium. Comme pour
le coefficient de friction, la propriété d’un coefficient d’inélasticité constant
n’est qu’une approximation. Le coefficient d’inélasticité dépend non seule-
ment des propriétés des matériaux en contact mais également de la dimension
des corps qui entrent en collision ainsi que de leur vitesse d’impact. On s’at-
tend par exemple à ce que le coefficient de restitution tende vers 1 quand la
vitesse d’impact tend vers zéro, les processus de dissipation devenant alors
négligeables5. Différentes lois d’échelle ont été proposées pour la dépendance
en vitesse du coefficient de restitution en fonction de l’origine physique de la
dissipation (voir encadré 2.1). Cependant l’approximation e = constante est
souvent suffisante pour décrire de nombreux phénomènes.

5. Ce raisonnement n’est valable que dans le cas de forces répulsives entre les particules.
En présence de forces d’attraction à courte distance, les particules peuvent être capturées
l’une par l’autre à très faible vitesse. Le coefficient de restitution effectif tend alors vers
zéro. Le même phénomène a lieu lorsqu’une bille rebondit sur un plan par gravité (Falcon,
1997).
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Fig. 2.6 – Collision quelconque entre deux sphères.

Coefficient d’inélasticité

Même dans le cas d’une vitesse d’impact faible devant la vitesse du son,
l’expérience montre que lorsqu’on lâche une bille sur un plan d’une certaine
hauteur, elle ne remonte pas à sa hauteur initiale. L’impact s’accompagne
donc inévitablement d’une perte d’énergie cinétique et la vitesse de la bille
après le rebond v′ est toujours inférieure à sa vitesse d’impact avant rebond v

v′ = −e v, (2.14)

où 0 ≤ e < 1 est appelé coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution
de l’énergie.

L’origine de cette perte d’énergie est multiple : déformation plastique,
rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres de la bille,
viscoélasticité, élévation de température locale, fracture, etc. Le coefficient de
restitution est typiquement égal à 0,9 pour un contact entre deux billes d’acier,
0,8 pour des billes de verre et 0,6 pour des billes d’aluminium. Comme pour
le coefficient de friction, la propriété d’un coefficient d’inélasticité constant
n’est qu’une approximation. Le coefficient d’inélasticité dépend non seule-
ment des propriétés des matériaux en contact mais également de la dimension
des corps qui entrent en collision ainsi que de leur vitesse d’impact. On s’at-
tend par exemple à ce que le coefficient de restitution tende vers 1 quand la
vitesse d’impact tend vers zéro, les processus de dissipation devenant alors
négligeables5. Différentes lois d’échelle ont été proposées pour la dépendance
en vitesse du coefficient de restitution en fonction de l’origine physique de la
dissipation (voir encadré 2.1). Cependant l’approximation e = constante est
souvent suffisante pour décrire de nombreux phénomènes.

5. Ce raisonnement n’est valable que dans le cas de forces répulsives entre les particules.
En présence de forces d’attraction à courte distance, les particules peuvent être capturées
l’une par l’autre à très faible vitesse. Le coefficient de restitution effectif tend alors vers
zéro. Le même phénomène a lieu lorsqu’une bille rebondit sur un plan par gravité (Falcon,
1997).
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Fig. 2.6 – Collision quelconque entre deux sphères.

Coefficient d’inélasticité

Même dans le cas d’une vitesse d’impact faible devant la vitesse du son,
l’expérience montre que lorsqu’on lâche une bille sur un plan d’une certaine
hauteur, elle ne remonte pas à sa hauteur initiale. L’impact s’accompagne
donc inévitablement d’une perte d’énergie cinétique et la vitesse de la bille
après le rebond v′ est toujours inférieure à sa vitesse d’impact avant rebond v

v′ = −e v, (2.14)

où 0 ≤ e < 1 est appelé coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution
de l’énergie.

L’origine de cette perte d’énergie est multiple : déformation plastique,
rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres de la bille,
viscoélasticité, élévation de température locale, fracture, etc. Le coefficient de
restitution est typiquement égal à 0,9 pour un contact entre deux billes d’acier,
0,8 pour des billes de verre et 0,6 pour des billes d’aluminium. Comme pour
le coefficient de friction, la propriété d’un coefficient d’inélasticité constant
n’est qu’une approximation. Le coefficient d’inélasticité dépend non seule-
ment des propriétés des matériaux en contact mais également de la dimension
des corps qui entrent en collision ainsi que de leur vitesse d’impact. On s’at-
tend par exemple à ce que le coefficient de restitution tende vers 1 quand la
vitesse d’impact tend vers zéro, les processus de dissipation devenant alors
négligeables5. Différentes lois d’échelle ont été proposées pour la dépendance
en vitesse du coefficient de restitution en fonction de l’origine physique de la
dissipation (voir encadré 2.1). Cependant l’approximation e = constante est
souvent suffisante pour décrire de nombreux phénomènes.

5. Ce raisonnement n’est valable que dans le cas de forces répulsives entre les particules.
En présence de forces d’attraction à courte distance, les particules peuvent être capturées
l’une par l’autre à très faible vitesse. Le coefficient de restitution effectif tend alors vers
zéro. Le même phénomène a lieu lorsqu’une bille rebondit sur un plan par gravité (Falcon,
1997).
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Fig. 2.6 – Collision quelconque entre deux sphères.

Coefficient d’inélasticité

Même dans le cas d’une vitesse d’impact faible devant la vitesse du son,
l’expérience montre que lorsqu’on lâche une bille sur un plan d’une certaine
hauteur, elle ne remonte pas à sa hauteur initiale. L’impact s’accompagne
donc inévitablement d’une perte d’énergie cinétique et la vitesse de la bille
après le rebond v′ est toujours inférieure à sa vitesse d’impact avant rebond v

v′ = −e v, (2.14)

où 0 ≤ e < 1 est appelé coefficient d’inélasticité ou coefficient de restitution
de l’énergie.

L’origine de cette perte d’énergie est multiple : déformation plastique,
rayonnement en ondes de surface, en modes de vibration propres de la bille,
viscoélasticité, élévation de température locale, fracture, etc. Le coefficient de
restitution est typiquement égal à 0,9 pour un contact entre deux billes d’acier,
0,8 pour des billes de verre et 0,6 pour des billes d’aluminium. Comme pour
le coefficient de friction, la propriété d’un coefficient d’inélasticité constant
n’est qu’une approximation. Le coefficient d’inélasticité dépend non seule-
ment des propriétés des matériaux en contact mais également de la dimension
des corps qui entrent en collision ainsi que de leur vitesse d’impact. On s’at-
tend par exemple à ce que le coefficient de restitution tende vers 1 quand la
vitesse d’impact tend vers zéro, les processus de dissipation devenant alors
négligeables5. Différentes lois d’échelle ont été proposées pour la dépendance
en vitesse du coefficient de restitution en fonction de l’origine physique de la
dissipation (voir encadré 2.1). Cependant l’approximation e = constante est
souvent suffisante pour décrire de nombreux phénomènes.

5. Ce raisonnement n’est valable que dans le cas de forces répulsives entre les particules.
En présence de forces d’attraction à courte distance, les particules peuvent être capturées
l’une par l’autre à très faible vitesse. Le coefficient de restitution effectif tend alors vers
zéro. Le même phénomène a lieu lorsqu’une bille rebondit sur un plan par gravité (Falcon,
1997).
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La définition du coefficient de restitution (2.14) peut se généraliser au cas
d’une collision quelconque entre deux particules de vitesses initiales (v1, v2)
et de vitesses après le choc (v′

1, v′
2), selon

(v′
2 − v′

1) · k = −e (v2 − v1) · k, (2.15)

où k est le vecteur unitaire reliant les centres des billes lors de l’impact
(figure 2.6). Cette définition permet en particulier de trouver les vitesses post-
impact en fonction des vitesses initiales. Introduisons pour cela l’impulsion su-
bie par la particule α = 1,2 pendant le choc : Jα =

∫
contact Fαdt = m(v′

α−vα)
(on suppose pour simplifier les particules de même masse m), où Fα est la
force instantanée sur la particule α. D’après la conservation de la quantité de
mouvement, on a J2 = −J1 ≡ J. Si on suppose de plus les surfaces parfaite-
ment lisses6, c’est-à-dire sans frottement lors du contact, on sait que la force
de contact est parallèle à k, soit J = J k. La valeur de J s’obtient facilement
en projetant la variation de quantité de mouvement de chaque bille sur k
et en utilisant la définition du coefficient d’inélasticité donnée plus haut. On
trouve : J = 1

2m(1 + e)(v1 − v2) ·k. Ainsi, les vitesses post-impact s’écrivent
dans le cas d’une collision quelconque de sphères lisses

v′
1 = v1 +

1 + e

2
[(v2 − v1) · k]k, (2.16)

v′
2 = v2 −

1 + e

2
[(v2 − v1) · k]k. (2.17)

La variation d’énergie cinétique lors de la collision s’écrit alors

∆Ec =
1
2
m

(
v′
1
2 + v′

2
2 − v1

2 − v2
2
)

= −m

4
(
1 − e2

)
[(v2 − v1) · k]2 .

(2.18)
On constate qu’il y a bien perte d’énergie cinétique lors de la collision (le
terme de droite est toujours négatif), quelque soit les vitesses initiales d’im-
pact. Cette dissipation lors des collisions sera au cœur des propriétés des gaz
granulaires présentés au chapitre 5.

Encadré 2.2

Origine physique du coefficient d’inélasticité
et lois d’échelle

Nous avons vu qu’une collision frontale entre deux particules macrosco-
piques de vitesse v entraîne une perte d’énergie cinétique |∆Ec| = m(1−e2)v2,

6. Dans le cas de sphères rugueuses, c’est-à-dire avec une force de frottement tangentielle,
la vitesse relative tangentielle entre les particules ainsi que leurs vitesses de rotation ne
sont pas conservées lors de la collision. Il faut alors introduire un deuxième coefficient de
restitution qui décrit la variation de vitesse tangentielle lors de l’impact (Rao & Nott, 2008).
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5. Gaz granulaires 175

Comme pour un gaz, la température granulaire est reliée à la partie fluctuante
de l’énergie cinétique des particules. En revanche, sa définition (5.1) diffère de
la définition classique de la température thermique (en kelvin) par un facteur
3kB/m, où kB est la constante de Boltzmann et m la masse des particules.
La température granulaire est donc homogène à une vitesse au carré. Cette
différence souligne, s’il est nécessaire, que la température granulaire n’a rien
à voir avec la température thermodynamique d’un grain liée à l’agitation de
ses atomes.

La différence fondamentale entre un gaz granulaire et un gaz moléculaire
est la dissipation d’énergie lors des collisions. Nous avons vu au chapitre 2
que cette perte d’énergie peut être décrite en première approximation par un
coefficient de restitution e constant. Dans le cas d’une collision entre deux
particules de même masse m et de vitesses initiales v1 et v2, nous avons vu
que la dissipation d’énergie cinétique lors d’une collision ∆Ec est donnée par
l’expression (voir relation 2.18)

∆Ec = −m

4
(
1 − e2

)
[(v2 − v1) · k]2 , (5.2)

où k est le vecteur d’impact (figure 2.6). Il y a bien perte d’énergie ciné-
tique (le terme de droite est toujours négatif), qui est d’autant plus faible que
le coefficient d’inélasticité est proche de 1. Cette dissipation est la différence
fondamentale avec un gaz moléculaire. Pour rester dans un état agité, il est né-
cessaire d’injecter de l’énergie continuellement pour contrebalancer les pertes
dues aux collisions à l’échelle des grains. Dès lors, les écoulements rapides et
dilués s’observent uniquement lorsque l’énergie fournie au système (l’intensité
de la vibration ou la pente du plan incliné) est suffisamment grande pour
vaincre la dissipation présente lors des collisions.

5.2 Théorie phénoménologique :
modèle de Haff (1983)

L’analogie entre un milieu granulaire agité et un gaz permet de construire
une théorie cinétique des milieux granulaires qui s’inspire de la théorie ciné-
tique des gaz denses. L’obtention rigoureuse des équations constitutives pour
un gaz granulaire dissipatif est cependant complexe et fait encore aujourd’hui
l’objet de débats (Dufty, 2002 ; Goldhirsch, 2003). Nous présentons ici une
approche heuristique proposée par Haff (1983). Elle ne décrit que les situa-
tions denses mais permet de cerner l’origine microscopique des coefficients de
transports. Nous verrons dans la section 5.3 une approche plus complète à
partir de l’équation de Boltzmann.

inelastic coefficient of restitution



thèse Eric Falcon 1997



conséquence de l’inélasticité :
Formation de cluster (inelastic collapse)
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(a) (b) (c)

(d)

Fig. 5.18 – Refroidissement d’un gaz 2D (1024 particules, fraction surfacique 0,25)
après 600 collisions par particule et e = 0,98 (a), 400 collisions par particules et
e = 0,97 (b), 100 collisions par particule et e = 0,78 (c) (d’après McNamara &
Young, 1996). (d) Formation d’amas dans un grand système (d’après Goldhirsch &
Zanetti, 1993).

(e = 0,97), un écart entre la théorie et les simulations apparaît, qui augmente
au cours du temps.

Les simulations révèlent que cet écart provient de la formation d’amas dans
le gaz granulaire, qui apparaissent d’autant plus rapidement que les collisions
sont inélastiques (figure 5.18). Cette instabilité d’amas ou de « clustering »
peut s’expliquer qualitativement comme suit (Goldhirsch & Zanetti, 1993). Si
localement la densité de particules augmente légèrement, cela signifie que le
nombre de collisions et donc l’énergie dissipée augmentent. Il s’ensuit une dé-
croissance de la température et de la pression. La zone plus dense devient une
zone de basse pression qui attire de nouvelles particules, augmentant ainsi
la densité : ce mécanisme d’instabilité est contrôlé par la dissipation. Une
analyse de stabilité du refroidissement homogène dans le cadre de la théorie
cinétique permet d’étudier quantitativement cette instabilité (Goldhirsch &
Zanetti, 1993 ; McNamara & Young, 1996). Elle montre que le développement

McNamara 
& Young 1996 

Goldhirsch & Zanetti 1993 



θ θ

conséquence de l’inélasticité : existence d’un régime «liquide» 
ou dense pour les écoulements granulaires

expérience d’écoulement sur plan incliné (F. 
Chevoir, Pont-et-Chaussées)

« gaz » « liquide »



2) cohésion

Shibam, Yemen
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Forces électrostatiques

“milieux_granulaires” — 2010/12/17 — 15:24 — page 33 — #46!
!

!
!

!
!

!
!

2. Interactions à l’échelle du grain 33

2.2.1 Interaction électrostatique
Il est bien connu que l’on peut charger deux objets en les frottant l’un

contre l’autre ; l’exemple le plus fameux étant donné par la pierre d’ambre
des grecs anciens. Il peut ainsi arriver que des grains acquièrent une charge
électrique durant l’écoulement par frottement et les collisions des grains entre
eux et avec les parois. Ce phénomène d’électricité statique (ou triboélectricité)
est difficile à modéliser et dépend de nombreux paramètres comme la nature
des matériaux, la température et l’humidité ambiante. Il semble ainsi plus
marqué en présence de matériaux peu conducteurs et en atmosphère sèche.

On rappelle que la loi d’interaction électrostatique entre deux particules
chargées est (loi de Coulomb)7

Felec =
1

4πε

q1q2

r2
, (2.23)

où q1 et q2 sont les charges (C) des particules, r la distance entre leurs centres
et ε la permitivité du fluide interstitiel (dans l’air 1/4πε ! 9.109 Nm2 C−2). Il
est délicat d’estimer la charge électrique portée par les grains et donc l’ordre de
grandeur de cette force. On constate cependant qu’en l’absence de précaution
particulière (mise à la masse des particules, utilisation de parois métalliques
ou, au moins, en verre), les forces éléctrostatiques sont suffisantes pour mettre
en « lévitation » des grains de sable d’un diamètre de l’ordre de 0,5 mm (ce
qui donne une charge de l’ordre de 10−11 C). Il faut donc être vigilant sur
l’influence de ces forces lorsque l’on manipule des petites particules. L’accumu-
lation de charges électriques dans les milieux granulaires peut avoir également
des conséquences dangereuses lors de la manufacture et le stockage de poudres
ou de grains dans l’industrie (silos à grain). Les poussières chargées générées
par les écoulements sont en effet susceptibles de s’enflammer et d’exploser
au contact de l’air, le déclenchement de la réaction de combustion étant bien
souvent initié par un arc électrique entre les particules.

2.2.2 Adhésion

Même lorsqu’ils ne sont pas chargés, deux objets identiques exercent l’un
sur l’autre une force attractive due aux interactions entre leurs atomes (inter-
actions de van der Waals, interactions dipolaires, liaison covalente ou hydro-
gène, etc.) (Israelachvili, 1992). Ces forces, in fine d’origine électrostatique,

7. L’interaction électrostatique entre deux charges est fortement modifiée quand les par-
ticules sont plongées dans un liquide polaire comme l’eau. Dans ce cas, les particules se
chargent en général spontanément par réaction avec le liquide ou les ions de la solution. L’in-
teraction électrostatique entre les particules est alors écrantée par les contre-ions présents
dans la solution et décroît beaucoup plus vite (exponentiellement) que la loi de Coulomb
(2.23). Elle dépend également de la température, la distribution des contre-ions étant don-
née par l’équilibre entre les forces éléctrostatiques et l’agitation thermique (équation de
Debye, voir Israelachvili, 1992).

Explosion à Blaye (Gironde) 1997 

charge q ??? 



r
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a0

r

E(r)

partie attractive
partie

répulsive

Fig. 2.7 – Allure typique de l’énergie d’interaction entre deux molécules en fonction
de leur distance de séparation r. La portée du potentiel d’interaction est de l’ordre
de la taille des molécules a0.

correspondent à la partie attractive du potentiel d’interaction entre deux mo-
lécules dont l’allure typique est donnée à la figure 2.7. Le point important est
que ces interactions ont une portée de l’ordre de la taille des atomes et dé-
croissent toutes rapidement avec la distance. Pour des objets macroscopiques,
l’attraction n’est donc importante que lorsque les surfaces sont très proches,
c’est-à-dire quand il y a contact8. On parle alors de force d’adhésion9.

Le calcul de la force d’attraction entre objets macroscopiques nécessite en
toute rigueur une description quantique et statistique du champ électroma-
gnétique (Lifchitz, 1956), et plusieurs approches alternatives ont été proposées
(Bradley, 1932 ; Hamaker, 1937 ; Deryaguin, 1975). Nous donnons ici une mé-
thode très simplifiée basée sur un bilan d’énergie (Johnson et al., 1971). Bien
que non rigoureuse, cette approche présente l’avantage de tenir compte de
l’ensemble des forces intermoléculaires à courte portée à travers une seule
grandeur macroscopique : la tension de surface des solides.

Considérons pour cela deux sphères élastiques de rayon R, placées dans le
vide et mises en contact par une force extérieure Fext (figure 2.8a). On note

8. Dans le cas de forces de van der Waals (énergie potentielle d’interaction en −C/r6

où r est la distance entre atomes ou molécules), on peut montrer que la force d’attraction
entre deux sphères macroscopiques de rayon R, placées dans le vide, et dont les surfaces
sont séparées par une distance s s’écrit (Israelachvili, 1992)

FvdW =
AR

12s2
, (2.24)

où A = π2n2C est la constante de Hamaker et n est le nombre d’atomes ou molécules par
unité de volume. Une valeurs typique de la constante de Hamaker entre objets solides dans le
vide est A " 10−19 J. Deux sphères de verre de 1 mm séparées de 10 µm subissent donc une
force d’attraction de seulement FvdW " 10−13 N (à comparer à leurs poids mg " 10−5 N).

9. En toute rigueur, la force d’adhésion est la force maximale qu’il faut appliquer pour
séparer deux objets qui ont été mis au contact.

Répulsion élastique Adhésion 

particules non chargées



γS J/m2

travail = 2γS

γS = 30 mJ/m2
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Fig. 2.7 – Allure typique de l’énergie d’interaction entre deux molécules en fonction
de leur distance de séparation r. La portée du potentiel d’interaction est de l’ordre
de la taille des molécules a0.

correspondent à la partie attractive du potentiel d’interaction entre deux mo-
lécules dont l’allure typique est donnée à la figure 2.7. Le point important est
que ces interactions ont une portée de l’ordre de la taille des atomes et dé-
croissent toutes rapidement avec la distance. Pour des objets macroscopiques,
l’attraction n’est donc importante que lorsque les surfaces sont très proches,
c’est-à-dire quand il y a contact8. On parle alors de force d’adhésion9.

Le calcul de la force d’attraction entre objets macroscopiques nécessite en
toute rigueur une description quantique et statistique du champ électroma-
gnétique (Lifchitz, 1956), et plusieurs approches alternatives ont été proposées
(Bradley, 1932 ; Hamaker, 1937 ; Deryaguin, 1975). Nous donnons ici une mé-
thode très simplifiée basée sur un bilan d’énergie (Johnson et al., 1971). Bien
que non rigoureuse, cette approche présente l’avantage de tenir compte de
l’ensemble des forces intermoléculaires à courte portée à travers une seule
grandeur macroscopique : la tension de surface des solides.

Considérons pour cela deux sphères élastiques de rayon R, placées dans le
vide et mises en contact par une force extérieure Fext (figure 2.8a). On note

8. Dans le cas de forces de van der Waals (énergie potentielle d’interaction en −C/r6

où r est la distance entre atomes ou molécules), on peut montrer que la force d’attraction
entre deux sphères macroscopiques de rayon R, placées dans le vide, et dont les surfaces
sont séparées par une distance s s’écrit (Israelachvili, 1992)

FvdW =
AR

12s2
, (2.24)

où A = π2n2C est la constante de Hamaker et n est le nombre d’atomes ou molécules par
unité de volume. Une valeurs typique de la constante de Hamaker entre objets solides dans le
vide est A " 10−19 J. Deux sphères de verre de 1 mm séparées de 10 µm subissent donc une
force d’attraction de seulement FvdW " 10−13 N (à comparer à leurs poids mg " 10−5 N).

9. En toute rigueur, la force d’adhésion est la force maximale qu’il faut appliquer pour
séparer deux objets qui ont été mis au contact.

Tension de surface solide : 

solide de van der Waals 



Fadhdδ ∼ γSd(πa2)

a2 ∼ δR
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Fig. 2.8 – (a) Contact entre deux sphères élastiques en présence de force d’adhésion.
(b) Répartition des forces répulsives et adhésives au niveau de la zone de contact.
Les forces attractives déforment la zone de contact sur une hauteur δ∗ en créant un
joint adhésif en tension aux bords de la zone.

montre que la force d’adhésion est en fait comprise entre deux limites (Ta-
bor, 1977 ; Greenwood, 1997 ; Johnson & Greenwood, 1997 ; Yao et al., 2007),
données par

3
2
πγS R < Fadh < 2πγS R. (2.26)

La limite basse (dite JKR, pour Johnson, Kendall & Roberts, 1971) est ob-
tenue pour des sphères « molles » tandis que la limite supérieure (dite DMT,
pour Derjaguin, Muller & Toporov, 1975) est obtenue pour des sphères « ri-
gides ». Le paramètre qui contrôle la transition entre les deux régimes est le
rapport δ∗/a0, où δ∗ est la hauteur du « joint » adhésif sur les bords de la zone
de contact (figure 2.8b) et a0 est la portée des interactions intermoléculaires
(Tabor, 1977). On peut estimer la hauteur δ∗ en équilibrant la force d’adhésion
∼ γSR et la force élastique de Hertz ∼ E

√
Rδ∗3/2, soit δ∗ ∼ γ2/3

S R1/3/E2/3.
La limite JKR Fadh = (3/2)πγS R correspond à δ∗/a0 # 1 (faible module
d’Young, grande énergie de surface, interaction à très courte portée). Dans ce
cas, la force d’adhésion provient essentiellement du joint adhésif aux bords de
la zone de contact. La limite DMT Fadh = 2πγS R correspond à δ∗/a0 $ 1
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comme précédemment δ l’enfoncement des sphères et a le rayon de la zone de
contact (voir §2.1.1). À l’équilibre, la force qu’exerce une sphère sur l’autre
peut se décomposer en deux parties. D’une part, il existe une force de répulsion
Fel au niveau de la zone de contact en compression, qui correspond à la partie
répulsive du potentiel d’interaction entre les molécules. En l’absence de force
attractive, cette force s’identifierait à la force élastique de Hertz calculée en
§2.1.1. D’autre part, il existe une force d’attraction due à l’attraction entre les
molécules des solides, que l’on identifiera avec la force d’adhésion Fadh. Cette
attraction entraîne une déformation de la zone de contact et l’existence d’une
zone en tension sur les bords du contact (figure 2.8b). Elle agit également à
distance en dehors de la zone de contact.

Imaginons maintenant un petit déplacement vertical dδ des sphères. Ce
déplacement entraîne une variation dS = d(πa2) de la surface de contact.
Il est donc associé à une variation d’énergie de surface du système donnée
par dEsurf = 2 × γSd(πa2) (il se crée deux interfaces), où γS est la tension
de surface des solides dans le vide. Comme pour un liquide, la tension de
surface γS est définie comme la moitié du travail nécessaire pour séparer
dans le vide deux surfaces planes d’aire unité du contact jusqu’à l’infini. Si
on néglige les interactions attractives en dehors de la zone de contact, cette
variation d’énergie est précisément égale au travail de la force d’adhésion
2 × Fadhdδ = dEsurf . En utilisant la relation géométrique a2 ∼ 2δR valable
pour des déformation faibles (§2.1.1), on en déduit une estimation de la force
d’adhésion

Fadh ∼ γS R. (2.25)

La force d’adhésion est donc proportionnelle au rayon des sphères et à la
tension de surface des solides. Les valeurs typiques de tension de surface pour
les solides sont de l’ordre de 1–10 J m−2 pour des surfaces de haute énergie
(mica, métaux, verre) et de l’ordre de 30 mJ m−2 pour des surfaces de faible
énergie (interaction de van der Waals10). Lorsque les solides sont entourés de
vapeur ou plongés dans un liquide, la tension de surface chute et il faut rem-
placer γS par la tension de surface solide/vapeur γSV ou solide/liquide γSL.

Il est remarquable que l’expression (2.25) de la force d’adhésion ne dé-
pende pas du module d’Young des sphères, bien que l’on ait supposé les
sphères élastiques. En réalité, notre approche simple ne tient pas compte des
interactions à distance en dehors de la zone de contact ni de la modification
de la contribution « élastique » par les forces d’attraction. Le calcul complet

10. Dans le cas d’interaction de van der Waals, il existe un lien entre la tension de
surface γS et la constante de Hamaker A. En effet, la force d’adhésion peut être interprétée
comme la force d’attraction de van der Waals (2.24) pour des sphères en contact, c’est-à-dire
séparées par une distance atomique a0, Fadh = FvdW(s = a0) = AR/(12a2

0). En identifiant
cette expression avec la relation Fadh = 2πγS R valable pour des sphères rigides, on trouve
γS ∼ A/(24πa2

0). En pratique, la valeur a0 " 0,165 nm permet de calculer la tension de
surface d’une grande variété de solides, à l’exception de ceux mettant en jeu des liaisons
hydrogènes (Israelachvili, 1992).

Forces d’adhésion :  effet de l’élasticité

Analogie avec la propagation d’une fracture

travail force d’adhésion pour un
déplacement     de la zone de contact
 

da



δ∗ � a0 δ∗ � a0
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Fig. 2.8 – (a) Contact entre deux sphères élastiques en présence de force d’adhésion.
(b) Répartition des forces répulsives et adhésives au niveau de la zone de contact.
Les forces attractives déforment la zone de contact sur une hauteur δ∗ en créant un
joint adhésif en tension aux bords de la zone.

montre que la force d’adhésion est en fait comprise entre deux limites (Ta-
bor, 1977 ; Greenwood, 1997 ; Johnson & Greenwood, 1997 ; Yao et al., 2007),
données par

3
2
πγS R < Fadh < 2πγS R. (2.26)

La limite basse (dite JKR, pour Johnson, Kendall & Roberts, 1971) est ob-
tenue pour des sphères « molles » tandis que la limite supérieure (dite DMT,
pour Derjaguin, Muller & Toporov, 1975) est obtenue pour des sphères « ri-
gides ». Le paramètre qui contrôle la transition entre les deux régimes est le
rapport δ∗/a0, où δ∗ est la hauteur du « joint » adhésif sur les bords de la zone
de contact (figure 2.8b) et a0 est la portée des interactions intermoléculaires
(Tabor, 1977). On peut estimer la hauteur δ∗ en équilibrant la force d’adhésion
∼ γSR et la force élastique de Hertz ∼ E

√
Rδ∗3/2, soit δ∗ ∼ γ2/3

S R1/3/E2/3.
La limite JKR Fadh = (3/2)πγS R correspond à δ∗/a0 # 1 (faible module
d’Young, grande énergie de surface, interaction à très courte portée). Dans ce
cas, la force d’adhésion provient essentiellement du joint adhésif aux bords de
la zone de contact. La limite DMT Fadh = 2πγS R correspond à δ∗/a0 $ 1

Particule «molle»
(limite JKR) 

Particule «rigide»
(limite DMT) 
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montre que la force d’adhésion est en fait comprise entre deux limites (Ta-
bor, 1977 ; Greenwood, 1997 ; Johnson & Greenwood, 1997 ; Yao et al., 2007),
données par
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2
πγS R < Fadh < 2πγS R. (2.26)

La limite basse (dite JKR, pour Johnson, Kendall & Roberts, 1971) est ob-
tenue pour des sphères « molles » tandis que la limite supérieure (dite DMT,
pour Derjaguin, Muller & Toporov, 1975) est obtenue pour des sphères « ri-
gides ». Le paramètre qui contrôle la transition entre les deux régimes est le
rapport δ∗/a0, où δ∗ est la hauteur du « joint » adhésif sur les bords de la zone
de contact (figure 2.8b) et a0 est la portée des interactions intermoléculaires
(Tabor, 1977). On peut estimer la hauteur δ∗ en équilibrant la force d’adhésion
∼ γSR et la force élastique de Hertz ∼ E

√
Rδ∗3/2, soit δ∗ ∼ γ2/3

S R1/3/E2/3.
La limite JKR Fadh = (3/2)πγS R correspond à δ∗/a0 # 1 (faible module
d’Young, grande énergie de surface, interaction à très courte portée). Dans ce
cas, la force d’adhésion provient essentiellement du joint adhésif aux bords de
la zone de contact. La limite DMT Fadh = 2πγS R correspond à δ∗/a0 $ 1
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montre que la force d’adhésion est en fait comprise entre deux limites (Ta-
bor, 1977 ; Greenwood, 1997 ; Johnson & Greenwood, 1997 ; Yao et al., 2007),
données par

3
2
πγS R < Fadh < 2πγS R. (2.26)

La limite basse (dite JKR, pour Johnson, Kendall & Roberts, 1971) est ob-
tenue pour des sphères « molles » tandis que la limite supérieure (dite DMT,
pour Derjaguin, Muller & Toporov, 1975) est obtenue pour des sphères « ri-
gides ». Le paramètre qui contrôle la transition entre les deux régimes est le
rapport δ∗/a0, où δ∗ est la hauteur du « joint » adhésif sur les bords de la zone
de contact (figure 2.8b) et a0 est la portée des interactions intermoléculaires
(Tabor, 1977). On peut estimer la hauteur δ∗ en équilibrant la force d’adhésion
∼ γSR et la force élastique de Hertz ∼ E

√
Rδ∗3/2, soit δ∗ ∼ γ2/3

S R1/3/E2/3.
La limite JKR Fadh = (3/2)πγS R correspond à δ∗/a0 # 1 (faible module
d’Young, grande énergie de surface, interaction à très courte portée). Dans ce
cas, la force d’adhésion provient essentiellement du joint adhésif aux bords de
la zone de contact. La limite DMT Fadh = 2πγS R correspond à δ∗/a0 $ 1

Tabor 1977

JKR : Johnson, Kendall, Roberts 
1971

DMT : Derjaguin, Muller, Toporov 
1971
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Fadh � 0.03 N

45

γS = 1 J/m2

Ordres de grandeur Fadh = 2πγSR

Bille de verre R=0.5 cm

poids : Mg = 0.01 N

!!!
les forces d’adhésion sont potentiellement très 
grandes...



r

d

Fadh ∼ γS r � F lisse
adh

d ∼ 1 µm � a0

Forces d’adhésion : 
rôle de la rugosité

R



Machine de force

2.2. PRINCIPE 111

équivalente à la géométrie plan-plan via le théorème de Derjaguin que nous avons déjà évoqué.

FIG. 2.2 – Schéma de principe de l’appareil à force de surface construit au laboratoire. L’appareil est
articulé autour des deux cantilevers L1 et L2. Le cantilever L1 assure le guidage en translation du plan et
ses déformations sont proportionnelles à la force F auquel il est soumis. Le cantilever L2 assure le guidage
en translation de la sphère.

Afin d’assurer correctement le guidage en translation des surfaces, celles-ci sont chacune solidaires
d’un système de guidage en translation formé d’un parallélogramme déformable. Par la suite on appellera
L1 le cantilever solidaire du plan et L2 le cantilever solidaire de la sphère. Le rayon R des sphères utilisées
est compris typiquement entre 1 et 5 mm. Le mouvement relatif des surfaces est obtenu par trois dispositifs
en série. Dans un premier temps, une vis piézoélectrique Newfocus [93] (8321 Newfocus MRA actuator)
permet une approche grossière des surfaces à un ou deux microns avec un pas de 40 nm. Ces moteurs
présentent un temps de réponse inférieur à la milliseconde, ils supportent des charges importantes (22 N) et
permettent de maintenir le positionnement sans appliquer de tension, ce qui permet de diminuer le bruit dû
aux alimentations lors des phases de mesure. Ensuite, une première céramique piézoélectrique permet une
approche des surfaces à vitesse variable (entre 0,01 et 10 nm.s−1) sur une course de 5 µm et une sensibilité
de 5 nm/V. Enfin, une seconde céramique permet d’imposer une vibration sinusoïdale de faible amplitude
à la sphère afin d’accéder à la fonction de transfert mécanique de l’ensemble constitué des deux surfaces et
du milieu intersticiel.

Un capteur capacitif dont le principe est décrit au paragraphe 2.5 permet de mesurer la distance relative
h entre les supports des deux surfaces. C’est le fait de mesurer la distance en dehors de la zone de contact qui
permet de s’affranchir de l’utilisation de substrats transparents qui sont les surfaces classiquement utilisées
dans les machines de forces. Un capteur interférométrique permet de mesurer la déformation élastique du

110 CHAPITRE 2. RÉALISATION D’UN APPAREIL À FORCES DE SURFACES

Au laboratoire, nous avons construit avec Jérôme Crassous un appareil de force original dans le but de
pouvoir étudier des forces d’adhésion et des études de rhéologie à l’échelle nanométrique (nanorhéologie).
Ces études doivent pouvoir se faire en présence de vapeur d’eau ou avec tout liquide volatil peu corrosif.

FIG. 2.1 – Photographie de la machine à force de surface construite au laboratoire.

En conséquence, l’appareil de mesure de forces que nous avons développé a les caractéristiques sui-
vantes :

– grande raideur pour éviter les instabilités mécaniques (1.2.2),

– possibilité d’utiliser des substrats solides opaques ou de faible rugosité,

– possibilité de mesures dynamiques,

– possibilité de travailler en présence de vapeur de liquides volatils.

Certaines de ces caractéristiques, se rencontrent dans des machines existantes mais aucune machine ne
présente couramment ces trois qualités en même temps. L’objectif de ce chapitre est d’expliquer en détail
le fonctionnement de l’appareil construit au Département de physique des matériaux et à l’École normale
supérieure de Lyon afin de comprendre le principe, les performances et l’originalité de ce prototype.

2.2 Principe

La figure 2.2 reproduit le schéma de principe de l’appareil à force de surface développé pendant cette
thèse. Cet instrument permet de mesurer les interactions statiques et dynamiques entre deux surfaces ma-
croscopiques séparées par pont liquide, par un gaz ou en contact.

Durant cette thèse, nous avons utilisé des surfaces sous forme de sphère ou de plan plutôt que la tra-
ditionnelle géométrie en cylindres-croisés bien que cette configuration soit tout à fait utilisable mais cette
géométrie s’adapte plus particulièrement à l’étude de surfaces facilement clivables telles que les surfaces
de mica, les surfaces de carbone ou encore les surfaces très fines comme la silice soufflée. Nous ne vou-
lions pas être limités à ces surfaces et nous avons donc préféré étudier le géométrie sphère-plan localement

E. Charlaix
LPMCN Lyon 
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Le calcul exact de la force d’adhésion en présence de surfaces rugueuses est
complexe et dépend de la nature du matériau (mou ou rigide, fragile ou duc-
tile ; Persson, 2000). Dans le cas de billes de verre, des expériences ont montré
une dépendance à la charge normale maximale FN appliquée sur les sphères,
F rugueux

adh ∝ FN
1/3 (Restagno et al., 2002). Une façon d’interpréter ce résultat

est de reprendre le calcul énergétique de la section 2.2.1, en remplaçant la
surface apparente de contact πa2 par la surface réelle Sr " πa2. La varia-
tion d’énergie de surface s’écrit alors dEsurf = −2γSdSr ∼ −2γeffd(πa2), où
γeff = (Sr/πa2)γS est une tension de surface effective en présence de rugosité.
La force d’adhésion s’écrit alors F rugueux

adh ∼ 2πγeffR. Pour finir le calcul, il
reste à estimer le rapport entre la surface réelle de contact et la surface appa-
rente. En supposant que le volume de la bille se déforme élastiquement selon
la loi de Hertz, on a a2 ∼ (FNR/E)2/3. De plus, si on suppose les aspérités
déformées plastiquement, on a Sr = FN/H , où H est la limite plastique en
indentation du matériau (hypothèse de Bowden et Tabor, voir §2.5). En ras-
semblant ces relations, on trouve pour la force d’adhésion entre deux sphères
rugueuses

F rugueux
adh ∼ 2γSR

(
E

H

)2/3 (
FN

R2H

)1/3

. (2.28)

Dans le cas de billes de verre de rayon 1 mm pressées l’une contre l’autre
avec une force de 10 N (1 kg) et en prenant γS = 1 J m−2, E = 6.1010 Pa,
H = 6.109 Pa, on trouve F rugueux

adh % 8.10−4 N % F lisse
adh /10. Il faut toutefois

garder à l’esprit que la relation (2.28) n’est valable que lorsque le nombre d’as-
pérités en contact est grand, c’est-à-dire pour une charge suffisamment élevée
(l’enfoncement de Hertz doit au moins être supérieur à la taille des aspérités).
Dans le cas contraire, la force d’adhésion est de l’ordre de F rugueux

adh ∼ γS r, où
r est la taille typique des aspérités.

Force capillaire entre sphères rugueuses

Le calcul précédent montre que les forces d’adhésion de type van der Waals
sont fortement diminuées par la présence d’une rugosité, même très faible. La
situation est en revanche très différente pour la force capillaire. En effet, cette
dernière a une portée fixée non par la taille des atomes mais par la hauteur h
du ménisque, qui dépend de la quantité de liquide injectée ou du taux d’humi-
dité de l’atmosphère. Pour des valeurs de h inférieures à la rugosité moyenne,
il se forme des micro-ponts capillaires uniquement entre les aspérités les plus
proches (figure 2.10). La force capillaire est alors dépendante de la quantité de
liquide et s’annule bien quand h tend vers zéro. En revanche pour des valeurs
de h supérieures à la rugosité moyenne, le ménisque lisse la rugosité et on re-
trouve l’expression (2.27) de la force capillaire, qui est bien indépendante du
volume de liquide (figure 2.10) (Halsey & Levine, 1998). Notons que dans le
cas d’une vapeur condensable, la nucléation d’un ménisque est un phénomène
métastable nécessitant de franchir une barrière d’énergie. On observe alors une

and rigid solids. The JKR formula is usually used for adhe-
sion in vacuum or in a dry gas, whereas the DMT expression
is used in a liquid medium, since !SL is usually smaller than
!SG . The JKR-DMT transition has been solved theoretically
and studied experimentally with atomically smooth mica sur-
faces by Maugis and Gautier-Manuel "10#.
In our system a crude approximation to estimate the

Pyrex-dodecane surface tension is "11# !SL!(!!L"!!S)2
where !L!26 mJm"2 is the dodecane surface tension and
!S the pyrex surface tension in vacuum. A typical value of
!S for a ceramiclike Pyrex is !S$1 Jm"2. This leads to
!SL$0.7 J m"2. Therefore the adhesion force between a
smooth sphere and plane in dodecane should lie between 12
mN and 16 mN %in the case of a contact between a sphere
and a plane, the limiting values for f are 3 and 4&. Therefore
the nanometric roughness of our surfaces significantly
screens the solid-solid interactions "12#.
We have studied the dependency of the adhesion force on

the time tw during which the surfaces are held in contact, and
on the maximum normal load applied to the contact Fmax .
We find that the adhesion force does not depend significantly
on tw %Fig. 3&. However, it depends significantly on Fmax
%Fig. 4&. Since the contact time tw is not an important param-
eter, the maximum load has been reached at a constant
sphere velocity, and not in a constant time. The dependency
observed is a scaling law Fadh'Fmax

1/3 . Clearly this result is
not compatible with the theoretical predictions for smooth
surfaces. It is not compatible either with a purely elastic
contact, since the surfaces keep the memory of the maximum
load that has been applied to them at the point where they
pull apart. This shows the occurrence of some plastic defor-
mation in the contact.
Bowden and Tabor suggested that, in a contact between

solid surfaces that are not atomically smooth, the plastic de-
formation of asperities should induce an adhesion force
which depends on the normal force "13#. Their idea is that
rough surfaces are in molecular contact only at the tips of
their asperities, and because of the short range of attractive

interactions only this molecular contact of area Ar contrib-
utes to the adhesion force. On the other hand, this area Ar
depends on the normal load that has been applied on the
surfaces, because of the plastic deformation of the tips of the
asperities:

Ar!Fmax /H , %3&

where H is the hardness of the solid material.
We use here the analysis of Bowden and Tabor to propose

an expression for the adhesion force between rough curved
surfaces. As long as the maximum load Fmax does not exceed
the elastic limit of the bulk of the solids, the overall defor-
mation of the surfaces remains elastic, with stresses and
strains in the bulk being given by Hertz’s classical analysis.
The area of this elastic contact region between the solids is

Aapp!(aH
2 !(!FmaxRE* "2/3 %4&

with E*!2E/3(1")2), E and ) being the Young modulus
and Poisson ratio of the solid material. Inside this contact
region, the surfaces are in contact only at the tips of their
asperities. We assume that outside those solid-solid junctions
the solid-solid interactions are negligible. The surface free
energy gained in applying the load is then !SLAr . We now
assume that the number of such solid-solid junctions is large.
Then, everything happens as if the surfaces were smooth
with an effective surface tension

!eff*!!SL
Ar

Aapp
. %5&

Using Eq. %2&,

Fadh!4!SLR1/3E*2/3Fmax1/3 /H . %6&

We have assumed here that the DMT model is valid ( f!4)
since the glass surface is a hard surface and the adhesion
through dodecane is weak.
This expression gives a dependency of the adhesion on

the power 1/3 of the maximum normal load, which is in good
agreement with our experimental results. Indeed, the hypoth-
esis of a large number of solid-solid junctions should be
realized in our system since the roughness is weak. With a
value of H!6 GPa for the Pyrex hardness "14#, and assum-
ing a typical area of 9 nm2 for a solid-solid junction, the
number of junctions under the load Fmax!225 *N is 4500.
Using Eq. %6&, one can estimate the value of the Pyrex-
dodecane surface tension from the prefactor of the Fmax

1/3 de-
pendency of Fadh observed in the experiments. With R
!1.8 mm, E!60 GPa, and )!0.3 one finds !SL
!0.430 mN/m, which is the order of magnitude expected for
the Pyrex/dodecane surface tension.
In this paper, we have experimentally studied the adhe-

sion force between two moderately rough surfaces of Pyrex
immersed in a liquid, with an original surface force appara-
tus. We have shown that a roughness of 1 nm is enough for
the adhesion force to decrease to a small fraction of its the-
oretical value for ideally smooth surfaces. In this system we

FIG. 4. Evolution of the adhesion force as a function of the
maximum load force Fmax to the power 1/3. The dashed line repre-
sents the best linear fit of the data.
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Forces d’adhésion entre sphères rugueuses

R = 1.8 mm
Billes verres

r=1 nm   

Fadh ∝ F 1/3
N
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Pint − Pext = γLV

�
1
a
− 1

r

�
Loi de laplace 

Dépression dans le ménisque qui attire les grains l’un contre l’autre 



lR

w

v < w2lR w2lR < v < l2RR

h < lR h ∼ lR

v

Rôle de la rugosité sur la force capillaire

Halsey & Levine PRL 1998 

régime d’aspérité régime de rugosité régime sphérique

v > l2RR

h� lR



Fcap = 2πγLV R cos θ

γLV = 0.07 J/m2 θ = 45◦

R � 2 mm

Fcap = πa2 γLV

r

r =
h

cos θ

a2 = 2hR

Fcap ∼Mg

à partir de quelle taille la 
force capillaire équilibre le 
poids ?



Ponts solides
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Ponts solides

-Formation purement mécanique 
(augmentation de l’aire de contact) 

-Frittage en phase solide
(activé par la température) 

-Solidification de ponts liquides
(diminution de la température, 
recristallisation)  
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2. Interactions à l’échelle du grain 41

γSV

γSV

temps

γjoint

Fig. 2.11 – Formation d’un pont solide entre deux grains activée par la température
(phénomène de coalescence ou frittage en phase solide). L’état final correspond à
une minimisation de l’énergie de surface, c’est-à-dire à un équilibre des tensions de
surface au niveau de la ligne triple du contact.

On trouve une force d’adhésion proportionnelle à la force normale, comme
pour la friction solide. Pour un métal, en prenant γS = 1 J m−2, H = 109

GPa et a0 = 10−10 m, on trouve Fjoint/FN ∼ 10.
L’autre grand mode de formation de ponts solides, ou joints de grains, n’est

pas mécanique mais est activé par la température (on parle aussi de frittage
en phase solide14). Il est lié à la diffusion des atomes des solides au voisinage
de la zone de contact par des procédés subtils d’évaporation/condensation et
de transport dans le solide. L’origine physique de ce phénomène est la mini-
misation de l’énergie de surface des solides. Il est analogue à la coalescence de
deux gouttes liquides, sauf qu’ici les processus sont beaucoup plus lents ! De
plus, contrairement à un liquide, l’interface solide/solide est rarement homo-
gène et est associée elle aussi à une énergie de surface γjoint (en l’absence de
cette énergie de surface, l’état stable final correspondrait à un seul grain). Le
joint de grain se forme alors de manière à assurer l’équilibre local au niveau
de la ligne de contact comme pour la loi d’Young (figure 2.11).

Pour finir, signalons que l’existence d’un pont liquide entre deux grains
peut également conduire à l’apparition d’un pont solide. C’est le cas lorsque le
ménisque se solidifie par baisse de la température (on peut penser aux ponts
de glace entre flocons de neige). Un pont liquide peut également dissoudre

14. Par opposition au frittage en phase liquide qui est obtenu en augmentant la tempé-
rature au-delà du point de fusion des solides.

Frittage en phase solide



Frittage en phase solide



http://hydre.auteuil.cnrs-dir.fr/dae/competences/cnrs/consultation/desc.asp?poleID=16

Céramique dense (ZrO2)

Frittage en phase solide



granular material as 
a continuous medium...





description continue 



Solide

Liquide

Gaz
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Les variables continues pertinentes :

Fraction volumique (densité) 
volume fraction  

vitesses, déformation
velocity, strain

Contraintes 
stresses  



Les variables continues pertinentes :

Fraction volumique (densité)   

déformation, vitesses 

Contraintes   

W
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Fonction de moyennage:

Non nulle sur une taille W, 
s’annule loin et dont 
l’integrale=1.

Exemples :

W W

Typiquement W=10d

W



Goldenberg et al PRL 06

W

Densité et vitesses: 



Du discret au continu pour les forces



!
" f!"

Goldenberg et al PRL 06

Contraintes à partir des forces interparticules





I-  interaction between particles

II- the granular solid : static and elasticity

III- the granular solid : plasticity

IV- the granular gas

V- the granular liquid



Static
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Fraction volumique d’empilements :

Pour des sphères                                         

sauf empilements cristallins...

Random close packingRandom loose packing



compaction: uniaxiale

Principalement due à la déformation des grains...



Compaction sous vibrations:

Richard et al nature material, 2005



Répartition des contraintes :  Problèmes 
d’indétermination...

3 équations, 6 inconnues
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Répartition des contraintes :  le trou sous le tas

Vanel et al 99



Répartition des contraintes :  silo et  problème de Janssen
Hyp:
-friction en paroi mobilisée vers le haut
-



Elasticity and sound propagation:

Compression modulus



Sound propagation at the free 
surface of sand: non linear acoustic... 

(Jiang & Liu PRE 2003, Bonneau et al 2007) 



Plasticity:

1) sand heap



Loose material

2) shear cell

(Wroth 1958)



 large deformations => critical state 



Loose material

zero order : friction 
Mohr Coulomb model



 dilatancy

contractancy

From Brown and Richards 70

order one :Taking into account dilatancy…



Reynolds dilatancy



Dilatancy angle:

Roux, Radjai ,
 ICTAM 2000



solid friction 
tan #

FT=T cos$-N sin$
FN=N cos$+T sin$
FT = FN tan #

=> T=tan(#+$) N

inter-particle friction geometrical
entanglement

Microscopic view



Loose material

2) cellule de cisaillement





Roux, Radjai , ICTAM 2000

A simple relaxation model for taking 
into account dilatancy:



More complex when reversing the flow:

How to taken into account the microstructure (texture) ?  

Radjai and Roux 2004



Modèles d’ordre plus élevé:

Prendre en compte la texture du milieu…

Modèles incrémentaux…



%
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Attention tenseurs!!

cercle de Mohr,..





Cercle de Mohr





exemples d’applications: 



Rôle de la cohésion : tas



Rôle de la cohésion : cisaillement



Rôle de la cohésion


