Introduction to the physics
of granular media.



In nature and in industrial processes




"For physicists, granular matter is a new type
of condensed matter; as fundamental as liquid,
or solid; and showing in fact two states: one
liquid-like, one solid-like. But, there is yet no
consensus on the description of these two
states.

Granular matter, in 1998, is at the level of solid
state physics in 1930. "
P. 6. De Gennes 1998




Difficultés:

1) Grand nombre de particules : kT<««mgd, quelle
phy stat?

2) Fluctuations thermiques négligeables :
kT<«<mgd, quelle phy stat?

3) Séparation discret/continu: Pas de
disctinction claire entre micro et macro

4) Interactions de contacts complexes (friction,
collisions,...)



Physique des miieux divisés
ou désordonneés..




Les états de la matere granulaires




Classification granulométrique utilisée en géologie (Wentworth 1922)

Noms Noms Anglais Taille (mm)
Blocs Boulders > 256
Gros cailloux Cobbles 64—256
Graviers Gravels 32—-64
Petits cailloux Pebbles 4-32
Granules Granules 2—4
tres grossier | Very coarse Sand 1-2
grossier Coarse sand 0,5-1
Sable moyen Medium sand 0,25-0,5
fin Fine sand 0,125-0,25
trés fin Very fine sand 0,0625-0,125
grossier Coarse silt 0,0312-0,0625
Limon moyen Medium silt 0,0156-0,0312
fin Fine silt 0,0078-0,0156
tres fin Very fine silt 0,00390625-0,0078
Argile Clay 0,0001-0,00390625
Colloide Colloid < 0,0001




taille des particules > physique des interactions

Colloides

Milieux granulaires

> d

1 nm 1 um 100 pm

- Agitation thermique - Humidité
(mvt. Brownien) - Fluide ambiant (air...)
- van der Waals...
kT

- Contact solide
(elasticité,
friction, collision...)



l- interaction between particles

lI- the granular solid : static and elasticity
lll- the granular solid : plasticity

V- the granular gas

V- the granular liquid



I- interaction between particles

lI- the granular solid : static and elasticity
lll- the granular solid : plasticity

V- the granular gas

V- the granular liquid



1) Solid contact forces

P oerrm
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Elasticity : Hertz law

I F
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Heinrich Hertz (1857-1894)




Calcul exact (Hertz 1882) :

Sphére/sphere 4E\/E 53/2 a2

identiques




Hypotheses fondamentales du
calcul de Hertz :

- Régime statique

Petites déformations élastiques
(loi de Hooke)

0 < R

Sphéres lisses (pas de frottement)




Application numérigue

Bille de verre (silice)

Fa =
Y301 —1?)

R=1mm F=70GPa v, =0.2

AR AT A
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‘t‘:‘f’ﬁ‘_:'l Dad) (‘?/‘ b"":‘

H = 100 metres
Fy ~pgHnR? ~5 N

0~1pum < R

Milieu granulaire : grains pratiquement indéformables

—_—

Contrainte stérique essentiellement.
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élasticité non-linéaire

Loi constitutive tensorielle non-linéaire (ex : Jiang & Liu PRE 2003)



désordre et chafnes de force
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préparation
(précontrainte,
anisotropie...)




Friction
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An old problem...

de Vinci Amontons Coulomb
(1452-1519) (1663-1705) (1736-1806)
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Coulomb model

L

Q‘RN

Hd

—Hd

R

(i) Static as long as

Yield :

(ii) sliding :

(iii) friction coefficient :

_IU‘S

| Rt |= paRn

g < g ~ 0.1 —1



da Vinci



microscopic Iinterpretation : role of the roughness
Bowden & Tabor, 1950

Résine époxy, O. Ronsin

__ Fn Fn
> 0= "3g- >3

Ex : Bloc de Plexi 16 mm x 16 mm, 1000 N, Sr=0.01Sa
o~ 0.4 GPa Dieterich & Kilgore, 1994



microscopic interpretation : role of the roughness

ldée 1 : plastic contacts o=H ~ 30‘y «hardeness»
dureté

Bowden & Tabor, 1950 (métaux)

—— | Fy=HS, x5,

Greenwood & Williamson 1966 (généralisation élasto-plastique)



microscopic interpretation :

ldea 2

: an adhesive bond between asperities

FT — TCST

Tcﬁa'y/Q

role of the roughness

plasticity yield stress



: role of the roughness

microscopic interpretation

FT = TCST

FN:HSTOCST

M:

coefficient de frottement

F'n

g

—)FT



Beyond Coulomb... S, xFn Fpr=71.5,

- static agind - kinematic weakening
(creep of the asperities)

PMMA
0.56 ‘ ‘ 0.48
(a)

0.54 |

0.44 ¢
=7 052 . o

0.40 |

0.50 |

B = 1.2x1072
0.48 ‘ ‘ 036w i i 0
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t (s) V (um.s™)

Origine microscopique de T¢
Persson 2000, Bureau 2003



Lois de Coulomb

lFN ILLS
Fr
N
—Hd
R —Hs
(i) Statique tant que Rr |< usRy
Seuil : RT — ,LLSRN
(i) Glissement continu : | Ry |= pugRN

(iii) Coefficient de frottement : g < s ~ 0.1 —1



Indétermination des forces de contact

3 disques, statique

4 inconnues

A
277

\/
forces : mg + £ 4+ f*7 = 0, 2 équations
moments : £ x n® + £*7 x n®’ = 0, 1 équation

—— Sensibilité de la répartition des forces de contact
a la préparation



Cas particulier du frottement de roulement

démarrage

tan 6, = ug tanf, = u, pur >~ 0.01

gsin 6,

roulement continu Définition du coefficient de frottement de

roulement :
La bille roule quand le moment de contact
vaut

M = ,UTRFN




particule irréguliere...

N

Du point de vue du seuil de roulement, une
particule irréguliere est équivalent a un
disque avec un coef. de roulement donné

par : a

o ™ E voir F. Radjai



Collisions

Falcon et al 1999
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inelastic coefficient of restitution

O O
ol |

I
U/ — —€EV
acler :
0<e<l1 Plomb :

e = 0.97
e = 0.5
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inelastic coefficient of restitution

O O
ol |

/
UV = —€ev

0<e<]l




these Eric Falcon 1997



conséquence de linélasticité
Formation de cluster (inelastic collapse)

A T N - I e B N
(TSI [T |

S e A e A s s 'J';’
s el e Lﬁ %
T L e T yeili McNamara

I| -“-|

& r-.._. ll : .r _-: |',_-_| ;il r@f h.

L Y .’I._.,':_ St » Ly
XABT "f:,~'i§’-f'fif-£p-j3’k r :ﬁ A
= K sty o -'.' v - : & Young 1996

Goldhirsch & Zanetti 1993




conséquence de linélasticité : existence d’un régime «liquide»
ou dense pour les écoulements granulaires

expérience d’écoulement sur plan incliné (F.
Chevoir, Pont-et-Chaussées)

« liquide »



2) cohésion

Shibam, Yemen



Forces électrostatiques

I q1q2
de 1r?

Felec —

charge q 777

Explosion a Blaye (Gironde) 1997
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Forces d’adhésion

particules non chargées

E(r) A I
1
|
|
1
|
|
1
|
| CLO
:
1
|
|
: partie attractive
partie
répulsive

Répulsion élastique Adhésion
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Tension de surface solide :

E(r) A !
|
|
|
|
|
|
|
|

| a’O

)7“
partie attractive
partie

répulsive

VS J/m?

solide de van der Waals vs = 30 mJ/m2

travail = 2vg

41



Forces d’adhésion : effet de lélasticité

travail force d’adhésion pour un
déplacement da de la zone de contact

| 5. Fadhd5 ~ ’ysd(ﬂ'az)

=@
a® ~ 0R

TN
A A
: : F, R
+ contribution + adh ~ /VS
répulsive  contribution
Fy attractive
Fext F. adh

——> Analogie avec la propagation dune fracture
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Tabor 1977
3
§7T”}/5 R < Faqn < 27mys R
Particule «molle» Particule «rigide»
(limite JKR) (limite DMT)
5* =>> ao 5* < ao
JKR : Johnson, Kendall, Roberts DMT : Derjaguin, Muller, Toporov

1971 1971



Particule «rigide» Particule «molle»
(limite DMT) (limite JKR)

Fyl




Ordres de grandeur Faogn = 21vs R

Bille de verre R=0.5 cm vs =1 J/m?

Fadh ~ (.03 N
poids : Mg =0.01 N

les forces d’adhésion sont potentiellement trés
grandes...



Forces d’adhésion :
role de la rugosité

dwl,um>>a0

Fodh ~ysr < EF)58e

a



Machine de force
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Forces d’adhésion entre spheres rugueuses

£
70x10 F
60 Billes verres i Fadh -~ ’YeffR
5 R =1.8 mm P S,
r=1 nm ’ ’Veff:'VSS
40 Hertz
<
30
& S, = Fx/H
« FyvR
N
10 ’ SH@T‘tZ = T ( R
0F
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 Restagno et al PRL 2002

FMIG (N‘Q)

rugueux E 2/8 FN /8
Fad% ~ 2vsR (E) <R2H>



Forces de cohésion capillaire







s 9

Loi de laplace

I 1

Pint_Pext:’VLV -
a T

—— Dépression dans le ménisque qui attire les grains lun contre lautre



Role de la rugosité sur la force capillaire

~

h<lp b~ g hs R
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\ /

F’capA

2nyry R cos6

)

Vol. liquide Halsey & Levine PRL 1998



A

A
2h
Y

F o YLV

cap — TQ "
h
T =
cos 6
a’ = 2hR

Feap = 2myry Rcos O

a partir de quelle taille la
force capillaire équilibre le
poids ?

Fcap ~ Mg
YLV — 0.07 J/m2 6 = 45°

— 5> R~2mm



Ponts solides




Ponts solides

-Formation purement mécanique
(augmentation de laire de contact)

-Solidification de ponts liquides
(diminution de la température,
recristallisation)

-Frittage en phase solide
(activé par la température)
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Frittage en phase solide

temps

YSsv

Yjoint

YSsv



Frittage en phase solide

1 o e
P e e

gl




Frittage en phase solide

!

-~
~

http://hydre.auteuil.cnrs-dir.fr/dae/competences/cnrs/consultation/desc.asp?poleID=16

Céramique dense (ZrO2)



granular material as
a continuous medium...






description continue






Les variables continues pertinentes :

Fraction volumique (densité)
volume fraction

vitesses, déformation
velocity, strain

Contraintes
stresses




Les variables continues pertinentes :

Fraction volumique (densité)

déformation, vitesses

Contraintes



Fonction de moyennage:

Q
'S
+—
Q
-
pu
C
Ju
v
S
3
-
-
o
Z

s'annule loin et dont

l'integrale

=1

=10d

Typiquement W

Exemples :




Densité et vitesses:

N
o(Zt) = Z m" G(& — ")
(ye=]
N
pu(x,t) = Z mu” g(r — ")
=]

Goldenberg et al PRL 06



Du discret au continu pour les forces




Contraintes a partir des forces interparticules

0:;(T) = a*ﬂ(f)+a‘f(f)
nf}(.‘i’) = —Zm“l"‘ G(T& — 1),
a=]
0G\%) = —¢ Z f5a ‘”/ (T — T + s77)ds
a,da#d

Goldenberg et al PRL 06
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l- interaction between particles

ll- the granular solid : static and elasticity
lll- the granular solid : plasticity

V- the granular gas

V- the granular liquid



Static




Fraction volumique d'empilements :

V:gra,ins

¢mz’n < ¢ < ¢maa¢

Random close packing

Random loose packing

I
©
-
V
-
V
1O
L6
-

Pour des spheres

sauf empilements cristallins...



compaction: uniaxiale

VAV A s,
o LA T T AN,
.o - - o. .
'S 'o’.‘.’ll'.
"v".‘o‘o‘. ."

Principalement due a la déformation des grains...




Compaction sous vibrations:

(a) )
TR
02
a6l |
o
000
0%
o' - — - —— vessmboasammned
= w 1w w w w
nombre de coups

d(n) = ¢y — (¢5 — ¢0) exp[(—n/no)”]

Richard et al nature material, 2005



Répartition des contraintes : Probléemes

d'indétermination...
:'l// a \\n
Y
SR B v 9o,
o amgl. ¥ ) () — - pgi
= W dz;

3 équations, 6 inconnues




Répartition des contraintes : le trou sous le tas

‘ i
0 »

v, 2 ',a"‘ivd“‘\.

;5'” »
»

Vanel et al 99



Répartition des contraintes : silo et probléme de Janssen
Hyp:
-friction en paroi mobilisée vers le haut

(@) -Gy = ngz

Gyr = pg)‘ (1 o e—z//\)
2 A= D/(4puK)
z+dz
1 ‘ g ¢ i
B |
-
7w D? wD?
- N (azz|, —Uzz|z+dz) —7mDdzT -I-pgdzT =10 o' X VERRTIPUURE (.

A
0 ! 3 3 4 3 L3



Elas’rici’ry and sound propagation:

> X—X-H

2/3

= —nd

BE

Compression modulus

PP 3 3
= — = —BEAY? = ZPl1/3(BE)?/3.
T 9A 2 2 (BE)



Sound propagation at the free
surface of sand: non linear acoustic...

(4
2

v =
(a) ®) G

(Jiang & Liu PRE 2003, Bonneau et al 2007)



Plasticity:

1) sand heap

»

KL ANY




2) shear cell

(Wroth 1958)

ik
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large deformations => critical state




zero order : friction
Mohr Coulomb model

Lo
cte

ik
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order one :Taking into account dilatancy...

dilatancy

contractancy

From Brown and Richards 70



Reynolds dilatancy

(b)




Dilatancy angle:

Roux, Radjai ,
ICTAM 2000



(a)

solid friction
tan O

Microscopic view

®  Fy lN
T

F=T cosW-N sinW
F =N cosW+T sinW
F,=Fytan o

=> T=tan(8+W¥) N

N

inter-particle friction geometrical
entanglement




2) cellule de cisaillement

ik
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A simple relaxation model for taking
into account dilatancy:

T =tan(d + ¢)o
dd
dy

(2

—® tan ¥

K(® - ®.)

Roux, Radjai , ICTAM 2000

OK T - g
- RIS ‘-__.'_‘..’_M
vo |
04
(a)




More complex when reversing the flow:

How to taken into account the microstructure (texture) ?

0.6¢ — 0,857
@) w
T,‘.“ ‘ — > . o
0! . T
g K54 &, :
AvApapand™ . |
- !
-“_6.& U \.’ ’ ’ l
(L 8 -0, 4 (0 04 0O8 -0.8 -0.4 ) 0.4 0O8
(%) %)

Radjai and Roux 2004



Modeles d'ordre plus élevé:

Prendre en compte la texture du milieu...




Attention tenseursl!

NG 30 & i - e e 2 NG

2 RerS
PRI
‘19‘: Bt

cercle de Mohr,..






Cercle de Mohr

fa: =0Ozz SiIlg,

f, = —@,, cosé.

o = fysinf — £, cosé, i

T = frcosf + f,sinf.

@ =@ag+ rcos26,

T = —rsin 26,







exemples d'applications




Role de la cohésion : tas




Role de la cohésion : cisaillement




Role de la cohésion

(6)




